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論 文 要 旨 
 
 本論文では, 一階微分項に非有界係数を持つ完全非線形二階一様放物型偏微分方程式の Lp-粘性解に
対する弱 Harnack 不等式を示し, その応用として Phragmén-Lindelöf 定理や完全非線形一様楕円型・
放物型方程式の両側障害問題の Lp-粘性解の正則性および存在について考察する. ここで, 粘性解は
1980 年代初頭に Crandall-Lions が非発散型方程式に対して導入した弱解の概念である. その後, 粘性
解理論は最適制御問題やゲーム理論等で現れる Bellman 方程式や Isaacs 方程式を含む, 完全非線形の
非発散型方程式に対して発展してきた. 完全非線形方程式の最も単純な例としては, Pucci 方程式が挙
げられる. Pucci 方程式は Bellman 方程式の典型例でもある.  
  粘性解の正則性（微分可能性）に関する研究は, L. A. Caffarelli (1989 年) が完全非線形一様楕円型方
程式の粘性解に対して Cordes-Nirenberg 評価, Schauder 評価と Calderón-Zygmund 評価を得た. 放物
型に対しては L. Wang (1992 年) が Caffarelli (1989 年) の放物型版を研究している. しかし, これらの
研究では方程式の係数や非斉次項に連続性の仮定が必要であった. その後, 1996 年に, Caffarelli-
Crandall-Kocan-Swiech は, それらの連続性を必要としない Lp-粘性解の概念を導入した. しかし, 一
階微分項には有界な係数の場合しか扱われておらず, より複雑な準線形方程式等を扱うためには低階項
が非有界係数を持つ場合を研究する必要があった. 実際, 発散型方程式でも準線形方程式の低階微分項
を与えられた関数とみなして解析する方法は通常行われている常套手段である. このような一般化は非
線形偏微分方程式の研究において興味深いだけでなく, 非発散型方程式の正則性理論の本質を明らかに
することで, 発散型方程式との統一的正則性理論の可能性がある. 現在までに, 低階項に非有界係数が
ある場合は, Koike-Swiech (2004~2012 年) によって完全非線形楕円型・放物型方程式に対する Lp-粘
性解の Aleksandrov-Bakelman-Pucci（以下, ABP）最大値原理が示され, 楕円型方程式に対しては, 
Harnack 不等式が得られている. ここで, ABP 最大値原理とは, Lp関数を非斉次項に持つ方程式に対す
る最大値原理のことである. 本論文では, 非発散型の放物型方程式に対する弱 Harnack 不等式を Lp-粘
性解に一般化することを目指す.  
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  本論文は 5 章から成る. 第 1 章においては先行結果や本論文の概説を行う. 第 2 章以降において, 定
理の証明に必要な命題を述べ, 主結果の証明を行う. 
 
第２章. 弱 Harnack 不等式 
 粘性解の弱 Harnack 不等式は, 解の Hölder 連続評価を導くだけでなく, Caffarelli (1989 年) によれ
ば二階微分の評価も可能になるという点で弱解の正則性の研究にとって重要な不等式である. Caffarelli
は, ある"barrier"を構成することでN. S. Trudinger (1980年) の線形方程式の強解に対する弱Harnack
不等式を完全非線形方程式に対して証明した. 我々は, 完全非線形一様放物型方程式の Lp-粘性優解の
弱 Harnack 不等式を一階微分項の係数が非有界の場合に一般化した. 一階微分項の係数の適当なノル
ムが小さい場合は, 従来の方法で同様に示せるが, その仮定をせずに弱 Harnack 不等式が成り立つこ
とを示した. そのため, 非有界係数を一階微分項に持つ extremal 方程式の"基本解"の役割をする強劣解
"barrier"を構成する必要がある. そこで, 近似方程式の解のLp評価を非等方的Sobolevの埋蔵定理及び, 
補間不等式を用いてアプリオリ評価を導き, 適切な極限操作をすることでbarrierを構成した. また, こ
の barrier の定性的性質を示すために強最大値原理を導いた.  
 さらに, 境界付近での弱 Harnack 不等式も導き, Lp-粘性解の大域的 Hölder 連続性, 局所最大値原理
および Harnack 不等式を示した. また, 一階微分項が優線形増大度を持つ場合にも, 一階微分の係数が
小さい場合に, 楕円型で対応する結果を示した. 特に, ABP 最大値原理に関しては, 楕円型と異なり係
数の小ささの仮定を取り除くことができた. なお, この内容は本学の小池茂昭教授とジョージア工科大
学の Andrzej Swiech 教授との共同研究に基づく. 
 
第３章. Phragmén-Lindelöf 定理 
 Phragmén-Lindelöf の定理は, 完全非線形楕円型方程式では, Capuzzo Dolcetta-Vitolo (2007 年)によ
って弱 Harnack 不等式を用いて粘性解に対して示され, その後, S. Koike と K. Nakagawa（2009 年）
によって非有界な一階微分項係数をもつ楕円型方程式の Lp粘性解に対しては示されたが, 放物型方程
式に対する研究は弱 Harnack 不等式が示されていなかったため着手されてこなかった. そこで, 弱
Harnack 不等式の応用として, 領域が時間の正の方向に開いている無限円錐の場合を考察した. 申請者
は, まず境界付近での弱 Harnack 不等式を丁寧に扱い非有界領域上での ABP 最大値原理を導き, 
Phragmén-Lindelöf 定理を一階微分項に非有界係数を持つ完全非線形一様放物型方程式の Lp-粘性解に
対して示した. 証明の鍵は, 放物型 Harnack 鎖の個数の精密な評価を得たことである. この結果は, 線
形放物型方程式の古典解についての A. Friedman (1957 年) の結果の一般化であり, Friedman の結果
以来の初めての研究である.  
 
第４章. 楕円型方程式の両側障害問題 
 発散型の障害問題は数多く研究されているが, 非発散型の障害問題に関しては全く研究が進んでいな
かった. 最近の L. F. Duque によるプレプリントで, 最も単純な非発散型方程式の両側障害問題に対し
て, 障害物の正則性が低い場合の粘性解の正則性が示された. 具体的には, 障害物に対して Hölder 連 
続性または微分の Hölder 連続性を仮定した時に, 両側障害問題の粘性解がそれぞれ同じ正則性を満た 
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すことが示された. しかし, Duque の方法では方程式の平行移動不変性が必要であり, 変数係数を持つ
方程式の場合に適用することが難しい. 我々の証明法によって, 二階微分項に変数係数を持ち, 一階微
分係数と非斉次項が非有界の場合にも一般化できた. 証明の鍵は, 両側障害問題に対して, 上下の障害
物に触れないように, 粘性優解と粘性劣解に異なる摂動を施し, それらの振動を評価する際に弱
Harnack 不等式を用いることである. これにより, 障害物が連続である場合の Lp-粘性解の同程度連続
性を導いた. この評価を利用し, 障害物が連続という仮定だけで, Lp-粘性解の存在を示した. また, 障
害物の微分可能性を仮定した時に, Lp-粘性解が微分可能になることも示した. なお, この内容は, 本学
の小池茂昭教授との共同研究に基づく. 
 
第５章. 放物型方程式の両側障害問題 
 完全非線形二階一様放物型偏微分方程式の Lp-粘性解に対して, 第 4 章に対応する正則性および存在
の結果を得た. 楕円型に対する結果との大きな違いは, 空間微分に対する局所 Hölder 連続評価の方法
である. 放物型の弱 Harnack 不等式の積分領域と最小値をとる領域が時間に関してずれているため第
4 章での方法は適用できない. そこで, Shahgholian（2008 年）の方法を参考にして Lp-粘性解の空間
微分に対する局所 Hölder 連続性を示した. また, 第４章では, 二つの障害物は接しないという仮定を
していたが, その仮定を楕円型でも放物型でも取り除くことができた.  
別	 紙	
	
論文審査の結果の要旨	
	
完全非線形二階楕円型・放物型偏微分方程式の適切な弱解「粘性解」は80年代初頭にCrandall-
Lions により導入され、その後、非斉次項が p 乗可積分関数を扱うため Caffarelli-Crandall-
Kocan-Swiech により 1996 年に Lp 粘性解の概念に一般化され、その正則性理論が整備されつつ
ある。	
論文提出者は、完全非線形二階放物型方程式が非有界係数を持つ場合の弱 Harnack 不等式を
構築した。弱 Harnack 不等式は、完全非線形方程式の正則性理論においては最も重要な性質であ
り、楕円型の Koike-Swiech の結果以降、10 年ほど未解決であった。鍵は、非有界係数を含んだ
完全非線形放物型方程式の熱核を近似するバリア関数を構成することであった。この弱 Harnack
不等式は、今後の完全非線形放物型方程式研究の基本的な道具になる。	
実際、完全非線形放物型方程式の Lp粘性解の Phragmén-Lindelöf 定理を弱 Harnack 不等式を
利用して証明した。Phragmén-Lindelöf 定理は、非有界領域における弱最大値原理であり、解の
増大度に条件なしでは一般には成立しない。そこで、適切な増大度の仮定の下で非有界領域で弱
最大値原理を導くことが目的である。楕円型では、現在まで多くの研究があるが、放物型では
1957 年の Friedman による古典的な結果以来、初めての進展である。特に、時間無限遠を許した
領域も含めた結果であり、方法も弱 Harnack 不等式を利用した従来と全く異なるものである。さ
らに、任意時間から出発しても、同じ有限回の放物型 Harnack 鎖で繋げることを示している点は
注目に値する。	
自由境界問題の典型的な例である（両側）障害問題を非有界非斉次項と非有界係数を持つ完全
非線形二階楕円型方程式へと一般化した。これまで、完全非線形方程式の障害問題の研究は殆ど
なかった。博士論文では、障害物の連続性の仮定のもと、古典的な解の振動評価を障害物を避け
るように修正して、弱 Harnack 不等式を適用して、Lp粘性解の同程度連続性を示した。また、こ
の評価を用い、障害物が連続の場合の Lp 粘性解の存在定理を構築した。さらに、障害物の微分
に Hölder 連続性を仮定し、Lp粘性解の微分の Hölder 連続性を弱 Harnack 不等式と局所最大値
原理を用いて示した。	
さらに、障害問題の時間発展版に関しても、障害物の連続性の仮定の下で、Lp粘性解の同程度
連続性及び、存在定理を構築した。また、空間微分の Hölder 評価に関しては、楕円型で用いた
（弱）Harnack 不等式は時間方向にずれが生じるため使えない。そこで、微分も込めて障害物か
ら引き剥がす手法を開発し、空間微分の Hölder 連続性を示した。	
	 以上、論文提出者は自立して研究活動を行う充分な学識と研究能力を有することを示してい
る。従って、館山翔太提出の博士論文は、博士（理学）の学位論文として合格と認める。	
